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对经典小变形固结理论固结系数的辨析 
袁大军 1，丁洲祥 1，朱合华 2 

(1. 北京交通大学 土木建筑工程学院；北京 100044；2. 同济大学 岩土及地下工程教育部重点实验室，上海 200092) 
 

摘  要：针对经典固结理论中固结系数的两种不同定义，探讨了其根源和潜在影响。对体元体积变化率的计算方法不同是导

致产生两种小变形固结系数的主要原因。根据有限变形理论分析，Terzaghi(1943)和 Terzaghi & Fröhlich (1936)提出的小变形

固结系数分别具有拉格朗日坐标和欧拉坐标的背景，均不同于 Terzaghi(1923)最早得到的形式。在 Gibson 大变形理论研究中

涉及的小变形固结系数是按 Terzaghi & Fröhlich 定义的，在此前提下所得的大、小变形法结果差异的定量结果可能具有一定

局限性。从应用角度看，两种固结系数之间的差别与荷载大小和土体的结构性等因素有关。 
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Analysis of consolidation coefficients in classic small-strain  
consolidation theory 
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Abstract: The origin and the potential influence of two forms of consolidation coefficients in classic consolidation theory are 
discussed. Various computational methods for change rate of volume element are a major reason for resulting in two kinds of 
consolidation coefficients. According to finite-strain theory, the small-strain consolidation coefficients proposed by Terzaghi (1943) 
and Terzaghi & Fröhlich (1936) which differ from that obtained earlier by Terzaghi (1923), have Lagrangian coordinate and Eulerian 
coordinate backgrounds respectively. The small-strain consolidation coefficient in Gibson’s large-strain consolidation theory 
generally uses the definition proposed by Terzaghi & Fröhlich (1936), leading to a considerable controversy on quantitative results 
obtained previously with respect to the differences between Gibson’s theory and classic consolidation theory. From the application 
point, the differences between two kinds of consolidation coefficients in classic theory depend on stress level, structure 
characteristics of soils and so on.  
Key words: classic consolidation theory; consolidation coefficient; Gibson’s large-strain consolidation theory 
 

1  引  言 

固结理论在研究地基土体的渗流和变形机理等

方面有重要影响。在经典的 Terzaghi 小变形固结理

论[1]研究中，通常认为小变形法固结系数定义为 

 0
v

w v

1k e
c

γ a


               （1） 

式中： vc 是小变形法固结系数；k是渗透系数； 0e
是初始孔隙比； va 是压缩系数； wγ 是水的重度。 

然而，在固结理论的其它研究中，对小变形固

结系数还出现了另外一种不同的理解，即 
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式中： vc 是小变形固结系数的另一形式； e为土体

孔隙比，不同于 0e 。 
上述两种小变形固结系数曾先后出现在著名的

Gibson 大变形理论[2-3]研究中。其中，Gibson et al.给
出其理论中大变形固结系数的物质坐标表述形式[2] 



                                            岩    土    力    学                                   2009 年 

 
 

2
0

F
w

1 d
1 d
ek σc

γ e e
 

 


         （3） 

式中： cF 是基于物质坐标的 Gibson 大变形固结系

数； 是有效应力。cF 与小变形固结系数之间的关

系为
[2] 

   F 0 v1 / 1c e c e           （4） 

由此可以看出，式（4）的小变形固结系数是按

式（1）定义的。但是，Gibson et al. (1981)后来又给

出该理论中大变形固结系数的固相体积坐标形式及

其与小变形固结系数之间的关系
[3]  
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上两式中 g是基于固相体积坐标的 Gibson 大变形

固结系数。而式(6)中的 vc 本质上是按式(2)定义的，

它与式(4)中的记法相同，但含义却迥异。为避免混

淆，式(6)中的 vc 在这里不妨改记为 vc 。 
近年来的大变形理论研究[4-5]中，对大、小变形

固结系数的关系，仍然主要采用式(6)的形式。其中

隐含使用的小变形固结系数 vc 既然不同于常用的

cv ，那么在此前提下得到的关于大、小变形法计算

结果差异的各种结论，必然带有一定的局限性。因

此，开展经典固结理论中固结系数的研究，除了对

合理计算小变形固结系数有重要的实际意义以外，

还具有更深层面的理论意义。 
通过对经典固结理论的深入分析[6]，人们重新

认识到，Terzaghi（1923）提出的固结模型并非通常

认为的小变形模型，而是基于固相体积坐标的线性

大变形模型，只不过忽略了土体自重，并且在固结

系数定义式里面省略了式（5）右端项中水的重度

γw 。后来开始出现的经典小变形固结模型其实是

Terzaghi & Fröhlich (1936)提出，其中固结系数按式

（2）给出[6]。但是，文献[6]并没有提及 Terzaghi 
(1943)在重新表述其小变形固结模型时得到的式(1)
所示的固结系数形式，而这一形式在工程实践中似

乎更为常用。 
自 Terzaghi(1943)之后的国内外若干土力学著

作[7-20]也分别对经典固结理论模型进行推导，并得

到相应的小变形固结系数，这基本都可归属为 cv 和

vc 两种情况。但是，目前还鲜有文献对上述两类小

变形固结系数的根源及其潜在影响进行深入分析。

因此，本文将尝试探讨这一问题，从有限变形理论

角度剖析，并通过实例分析，验证其研究意义。 

2  两类小变形固结系数的根源探讨 
从力学模型的角度看，固结系数源自固结控制

方程，而后者在物理机理上揭示了渗流速度场的散

度与固相速度场的散度(土体体积变化率)之和为 0
这一规律，即质量守恒定律。通过对以往文献[1, 
7-20]成果的分析可见，人们对如何确定渗流速度场

的散度这一问题异议很少，而对体元体积变化率的

计算则存在较大差异，本文认为这是导致产生两类

小变形固结系数的主要原因之一。 
对体元体积变化率的计算方法主要可以概括为

两大类。其中，第一类算法不妨以文献[18-19]等为

代表，体元体积变化率为 

0 0

d d dd d d
1 1

V e x y z ex y z
t t e e t

   
       

    （7） 

式中：V 表示体元体积； xd ， yd 和 zd 为三个方向

的坐标微元。这种方法隐含着体元体积 x y zd d d 为常

数的假设。 
体元体积变化率的第二类算法可以文献[12, 13, 21]

等为代表，表示为 
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式中： sV 是体元中固相体积，为不变量； sV 与V 的

关系为  s 1 d d dV V e x y z   。因此，该法隐含了体

元体积 x y zd d d 为变量的假设。 
分别运用式(7)和(8)，再结合 Darcy 定律、本构

关系和有效应力方程等，最终可以得到小变形固结

控制方程，以及对应的两类小变形固结系数式（1）
和（2）。 

大体上看，文献[7-14]等得到的小变形固结系数

形式为 vc ；而文献[1, 15-20]等导出的小变形固结系

数形式是 cv 。个别文献没有明确指出其中使用的 e
究竟是指初始孔隙比还是孔隙比，这里不作深究。 

可以看出，区分 cv 和 vc 对实际应用具有重要意

义。文献[9]认为，实际上土性参数 k， va 和 e都随

有效应力的增加而变化，简化起见常取室内试验中

土样固结前后的平均值。从这种平均取值的意义看，

按 cv 定义的固结系数，仅涉及到土性参数 k和 va ，

这与 vc 明显不同。 
值得一提的是，Terzaghi(1943)在推导其固结模

型[1]过程中，存在疏忽，即将孔隙率 n误用作 10n ，

1650 
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10 0/(1 )n e e  。幸运的是，这种不一致并没有影响

固结模型的最终表述结果。 

3  固结系数的有限变形理论分析 
通过前面分析，两类小变形固结系数与建模过

程中潜在使用的体元性质有关，两者似乎都有其合

理性。但是，要深入分析 cv 和 vc 之间的内在联系，

仅仅在小变形范畴内进行讨论却很困难。考虑到小

变形问题在理论上是大变形情况下的特例，这里尝

试采用有限变形理论予以探讨。 
根据有限变形理论，考察物体的运动变形可以

采用两类参考构形：初始构形和现时构形。前者一

般采用拉格朗日坐标，而后者一般采用欧拉坐标。

下面的分析将先从土体瞬时体积变化率的表述方法

着手，由此再探讨体元体积变化率这一主要问题。 
根据有限变形理论中变形率张量的定义 
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式中： ijΘ 是变形率张量； ivs 是土体固相速度； iξ 是

欧拉坐标；其中右端前面的符号是考虑到土力学表

述习惯而加的。在一维情况下， 11Θ 就表示土体的

瞬时体积变化率。 
根据变形率张量 ijΘ 与 Almansi 应变张量 pqζ 的

物质导数 pqζ 的关系 
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以及土力学表述习惯，可以得到一维情况下 

 11 11 11/ 1 2ζ ζ Θ           （11） 

再结合一维 Almansi 应变 11ζ 与孔隙比的关系 
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最后就求出土体一维瞬时体积变化率与孔隙比之间

的理论关系 
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式中： e是关于孔隙比的物质导数。 
在此基础上，可以建立欧拉描述情况下，体元

体积V 的物质时间变化率 
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式中积分微元 d 按欧拉坐标定义，与其相应的按

拉格朗日坐标定义的积分微元不妨记为d。 
根据有限变形理论的微元体积变换公式 

   0d / d 1 / 1e e            （15） 

可以得到式（14）对应的拉格朗日坐标形式为 
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由于体元在宏观上无限小，因此可以将式(14)
和(16)中的积分项移到积分号外面。进一步结合渗

流速度场散度等条件，就可以分别得到相应的固结

系数。其中，基于式(14)得到的固结系数在形式上

与式(2)相同。文献[22]也曾导出类似结果。因此，

小变形固结系数 vc 实质上具有欧拉描述的大变形

固结系数的含义，其推导过程中体元为变量的原因

是使用了欧拉坐标。而通过对比式(16)和(7)可见，

小变形分析法式(7)中的体元具有拉格朗日体元的

属性，其隐含使用的坐标不是固相体积坐标而是拉

格朗日坐标。由此看来，两类小变形固结系数的出

现主要是由于在体元体积变化率的表征上不同研究

者分别使用了不同的参考构形和坐标体系。只有当

土体变形无限小（ 0e e ）时，这些方法之间的差别

才趋于消失， vc 也将退化为 vc 的形式。 

3  实例分析与讨论 
3.1  吹填土自重固结分析 

在 Gibson 大变形固结理论与经典小变形固结

理论预测结果的对比研究中，通常使用小变形固结

系数 vc 而不是常用的 vc 。下面将通过算例分析，探

讨 vc 和 vc 的不同选择对大、小变形理论结果差异的

影响。 
采用文献[10]大面积吹填土自重固结算例：单

面排水，一次吹填厚度 10 m，初始孔隙比 0e 为 8.0，
土粒密度 2.74 g/cm3，大变形固结系数 g = 1×10-4 

cm2/s，压缩本构关系为  0
λσe e e e e

    ，其中，

e 为 2.0， λ为 0.0727。比较对象为固结度达 80 %
时，大、小变形法所预测的时间差异。 

文献[10]求得大、小变形法预测的结果分别为

570 d 和 1 481 d，后者是前者的 2.6 倍。其中在确定

小变形固结系数时采用了关系式(6)， vc = 4.86× 

10-2 m2/d。 
根据式(1)和(5)，不难得到小变形固结系数 cv 与

g的关系为 

  v 01 1c e e g             （17） 

为便于对比，参考文献[10]的处理方法，即将式(17)

1651 
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中的 e取土层中间部位的初始孔隙比和最终孔隙比

的平均值 e ， e = 6.5。于是 vc = 5.83×10-2 m2/d。

v v/c c = 1.2，说明 vc 明显地大于 vc 。 
由于自重荷载是三角形分布荷载，查文献[9]，

可得固结度为 80 %时的时间因素 vT 为 0.665。因此，

按经典理论达 80 %固结度所需时间为 

2 2 2
v v/ 0.665 10 /(5.83 10 ) 1 140 dt T h c      （18） 

这样，小变形法预测结果是大变形法结果的 2.0 倍，

不同于文献[10]所得的 2.6 倍结果。 
综上而言，小变形固结系数的两种不同定义对

于大、小变形理论结果的差异有较大影响，以往对

大变形法固结发展快于小变形法结果的预测结果被

高估，值得引起注意。 

 

3.2  公路软基固结试验结果分析 
下面结合四川达渝高速公路低液限粘土路基的 

固结试验资料[23]，简要讨论小变形固结系数的不同

定义在实际应用中可能产生的差异。 
原状土和重塑土的固结试验结果如表 1 所示。

其中，两者的初始孔隙比分别为 0.597 和 0.910。表

中小变形固结系数 vc 引自文献[23]的结果，而 vc 是
本文按式(2)求得的。可见，随着荷载水平的提高，

两类固结系数比值 vc / vc 也相应增大。而在荷载水

平相同的条件下，重塑土的 vc / vc 值总是偏大于原

状土说明土体的结构性对两类小变形固结系数的比

值有明显影响。因此，重视经典固结理论中固结系

数的不同定义并在应用中加以区分，具有一定的理

论意义和工程实际意义。 

表 1  固结系数对比表 
Table 1 Comparison of consolidation coefficients  
原状土 重塑土 

σ /kPa 
孔隙比 e  vc /10-3(cm2/s) vc /10-3(cm2/s) vc / vc  孔隙比 vc /10-3(cm2/s) vc /10-3(cm2/s) vc / vc  

50 0.570 2.19 2.15 1.017 0.808 0.704 0.67 1.056 
100 0.552 1.98 1.92 1.029 0.766 0.857 0.79 1.082 
200 0.523 2.12 2.02 1.049 0.716 1.18 1.06 1.113 
300 0.502 2.35 2.21 1.063 0.690 1.60 1.42 1.130 
400 0.487 2.67 2.49 1.074 0.670 2.12 1.85 1.144 
500 0.475 2.90 2.68 1.083 0.653 2.44 2.11 1.155 
600 0.466 3.17 2.91 1.089 0.640 3.00 2.58 1.165 
700 0.457 3.54 3.23 1.096 0.627 3.35 2.85 1.174 
800 0.449 3.84 3.48 1.102 0.618 3.65 3.09 1.180 

 

4  结  语 
(1) Terzaghi(1943)与 Terzaghi & Fröhlich (1936)

分别提出的小变形固结系数具有不同的含义，对体

元体积变化率的算法不一是产生其差异的一个重要

原因。从有限变形理论角度分析，这两种小变形固

结系数源于不同的参考构形和坐标体系，它们分别

具有拉格朗日坐标和欧拉坐标的背景，不同于

Terzaghi(1923)最早提出的固结系数基于固相体积

坐标的情况。 
(2) 关于 Gibson 大变形理论与经典理论结果差

异的若干已有结论，隐含了其中的小变形固结系数

采用 Terzaghi & Fröhlich (1936)所提形式这一前提

条件。如果其中的小变形固结系数取 Terzaghi(1943)
的常用式，则将影响已有的定量分析结果，但是否

会影响既往结论的定性性质，值得深入研究。 
(3) 两种小变形固结系数之间的偏差程度与荷

载水平和地基土体的结构性等因素有关，有必要进

一步结合工程实践加以探讨和细化分析。 
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